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飽和土の質量平衡式の混合体理論による定式化

Mix知re-theory-basedfonnulation for mass balance in saturated soils 

清水正喜 Ma叫 oshiSHIMIZU (鳥取大学工学部)

混合体理論に基づいて飽和土の質量平衡式を定式化した.土粒子と間際水の間で質量のやり取

りがないことを前提にして，土粒子と間隙水の圧縮性，および変形が有限であることを考慮し

た.得られた式に対して，土粒子と間隙水の非圧縮性の仮定やf被ソト変形の仮定を設けた場合の

式の変化を示した.

すごワード:飽和二仁賢萱平荷~JI寵百ま7冨否葎了有限変形 (IGC:EO)

1.序論

現行の土質力学は連続体力学に基礎を置いている圃

土粒子と間隙水の物理的性質は著しく異なっているの

で，土が外力を受けて運動や変形をするときの問者の

挙動も全く異なったものとなる.物理的・刀学的性質

の異なる複数の相から構成された物質に対して連続体

の力学を応用する理論体系を混合体理論1)， 2)という

連続体力学の前提である連続性の概念は混合体理論

においても適用される.混合体における連続性の概念

は次のように解釈できる.

飽和した土は土粒子と間総水の混合体である. 1個

の土粒子を考えると，その土粒子が占める領域には間

隙水は存在しない.逆も言える.つまり?土粒子や間

隙水は空間に離散的に分布している.従ってそれらの

粒子に付随した物理・力学裳は空間変数(空間の位置

を表寸変数)の連続関数ではない.しかし，連続体力

学では離散した物質をあたかも連続した状態で存在す

るように仮定して，物質に付随した物理協力学量を空

間変数の連続関数としで扱う.そのような連続性を土

粒子と間隙水の両者に対して仮定すると，空間の同じ

位置に土粒子と間隙水が混在することになる.混合体

理論はこのことを前提としている.

そのような物理的に考えると矛盾した概念は，空間

の位置を表す「点j を有限ではあるが極めて微小な領
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域を表すものと解釈することによって9 感覚的に解消

できる。逆にいえば，空間のある微小領域に存在する

複数の土粒子と間総水の集合が数学的には空間の

!点Jとして扱われる.

飽和土のj王密現象を解くためには飽和土を構成して

いる土粒子と間隙水の質量平衡員IJを満足させなければ

ならない.本研究は9 従来のj王密理論や圧密数値解析

において用いられた質量平衡式を見直し，そこに合支

イe!:こ仮定を整理する目的で行った.本研究ノートでは，

まず9 飽和土の質量平衡式を混合体理論に基づいてで

きる限り厳密に定式化する刷次いで，土粒子の非圧縮

性，間際水の非圧縮性，さらに微小変形を仮定するこ

とによる式の変化を調べる.

2 定式化

2.1 運動

土粒:子と間隙水の物理的および力学的性質は全く異な

っているので，それらの性質を表すための諸量を土粒

子と間隙水とで明確に区別する必要がある.土粒子に

付随した量に添え字、，を，間隙水に付随した重量に

'w~ を付す，

土粒子と間隙水の運動の仕方が異なるので，それら

の運動を別々の式で表す:



一一 一 一… ………一 …

x=χs(X，t); x =χw(X，t) 

式(1)は基準形態において位置Xにあった土粒子または

間隙水が現在形態において位置 E にあることを表して

いる.両式において，右辺の X の値が異なっていて左

辺の Eの僚が同じである場合は，基準形態において異な

った位置にあった土粒子と間隙水が現在形態において

問じ位置にあることを表し，逆に，右辺の X の値が同

じで左辺の Eの値が異なっている場合には，基準形態に

おいて問じ位置にあった土粒子と間隙水が現在形態に

おいて異なった位置にあることを表す(図 1参照) . 

また，各々の式において E とXは 1対 1に対応して

いる.これは，式(1)の第 l式を例にとると，基準形態

において異なった位置(例えばX]とXz)にあった土粒

子は現在形態において同じ位置 E に来ないことを意味

している.あるいは逆に，現在形態において異なった

位置(例えば x] とろ)にある土粒子は基準形態におい

て同じ位置 X にない，すなわち別の土粒子であること

を意味している.式(1)第 2式は間隙水について同様の

ことを意味する.

。
δRt 

- 鵠 soil particle 

く二〉遜砂 pore water 

図 1;混合体理論における点の概念と土粒子および間

隙水の運動(基準形態RoでX]にある土粒子と Xzにあ

る間隙水が現在形態で位置 E に移る)

土粒子および間隙水の運動が式(1)で表されるとき，

それらの速度は

Vs =θχs--zoχw 一一 ‘' ーδ1(' .WθI 

で与えられる.一般に運動する粒子に付随した量の時
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間的変化率は，その粒子速度に関連、した，いわゆる物

質導関数で表される.しか1--，たとえば間隙比や間隙

率のような，土粒子および間隙水の両方の配霞に依存

した量の時間的変化率は土粒子の運動と間隙水の運動

の両方の影響を受ける.つまり物質導関数を 2通りに

定義できることになる.従ってそのような量の時間的

変化率を扱うときには注意が必要である.本論では物

質導関数にはよ付きの， ，を用い，その都度定義を

付すことにする.

2.2 質量の平衡式

ある瞬間 t において空間の領域~を占める物質の全

質量を M(Rt)と書くと，質量の平衡は次式で表現でき

る:

tM的 )=-Q偶 )
(3) 

ここに，ð~ は Rt の境界を表し， Q(δ~)はδ)Rt を通って

単位時間当りにRtから流出する物質の質量を表す.

式(3)を飽和土に適用すると

かs伏t)+Mw附=ーむs附 +Qw附 }
(4) 

しかし，式(4)は，土粒子と間隙水との間で例えば化

学反応による相の変換が起こるような場合， IiPち，お

互いに同量の質量をやり取りする場合を包含している.

kの場合そのような相変換は起こらないと考えられる.

お互いに質量のやり取りをしないという条件を付ける

ためには，次のように各格別に独立した連続の式を立

てる必要がある:

かs制=一弘附
(5) 

かw偶 )}=-Qw(δR
(6) 

具体的な式を求めるためには，領域Rtを規定する必

要がある.飽和土の場合，

①~を土粒子の物質領域と考える;

② Rtを間隙水の物質領域と考える;および

③~を空間に固定した領域と考える

の3通りの方法が考えられる.いずれの方法によって

も最終的に得られる式は，当然ながら同じになる.こ

(2) こでは，①の立場から定式化する.尚，土粒子の物質

領域とは，異なった時間においても常に同じ土粒子か

ら構成されるような，間際も含めた領域である.
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境界dRtが?境界上の土粒子の速度、で空間を移動す るような場であれば，土粒子と間隙水以外の物質が Rt

ることを考慮して，式(5)と(6)の各項を表すと に入ったり，逆に，異なる複数の土粒子(即ち基準形
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となる.ここに， n は境界上のタト向き単位法線ベタト

ノレ;凡，戸sは単位体積当りの土(混合体)に占める土

粒子および間隙水の質量であり，土，土粒子および間

隙水の密度をそれぞれ P!'ρs' Pwとすると

五γ 二 npw 戸s= (l-n札; Pt =戸s十戸w

の関係がある旬 nは間隙率である固

式(7)~ (10)を式(5)と(6)に代入すると時間 tに領域

Rtを占める飽和土が満たすべき質量の平衡式を得る勘

案際，条件 (5)と(6)は任意の領域に対して成り立つの

で，積分記号をはずして，若干の式変形の後，次の微

分方程式の形で表すことができる:
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位十川河(w)= 0 

。sニ生土+(g叫 Ps ).v s 
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(7) 

態で異なった位置にあった土粒子)が同じ点に震なっ

て存在したりするようなことが起とる.即ち，式 (12)

と(13)に現れる間隙率場は同じでないといけない.

3. 考察

(9) 3. 1 土の体積ひずみにつし、て

同じ土粒子から構成され，内部で変形勾配が一定で、あ

るような微小な土要素を考える.要素の現在および基

準形態における体績をoVと仏η。とすると，純粋に運動

学的な考察によって次の関係を導くことが出来る:

)
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oV=J(Mう。 (18) 
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jニ detF ; F = Grad x (19) 

なお， Fは変形勾配テンソルで，土粒子の運動が式(1)

第 1式で与えられるとき，近接する 2粒子の位置の差

(現在形態で d:i，基準形態で dX)を次のように関係づ

ける最である.

dx= FdX (20) 

体積変形の尺度として，次式で定義される公称ひず

(12) ふ(8'ν) または自然ひずみ (!;v)が用いられる:

tJ.V -(且V)o ， AV (21) 

(日) Ev = (OV)O ; E:vニー旧研o

式(18)を考慮、して，体積ひずみをJを用いて表わすと

Ey =-(J-1) ; [;y =一!日J (22) 

(14) 

また体積ひずみ速度は

台、t=22乙+信ad山
(15) Sy =-Jdivvs ; ey =-divvs (23) 

η(w) =生+(gradn).vw 
dt 

(16) 

β(s)ニ2+(同 ).vs 
(17) 

以上の議論は変形が微小であるか有限であるかには

関係しないこと F また，土粒子の圧縮性についても触

れていないことに注意したい.さらに，微小な土要素

であっても要素内で間隙比は一定である必要はない.

3. 2 土粒子の連続の式について

式(12)と(13)は全く独立に成り立てばよいというわ 土粒子の連続の式(12)において，土粒子の非圧縮性を

けではなく，間隙率 nを通して互いに関係している. 仮定すると， flPち， Ps = 0とおくと

もし，式(12)と(13)における間隙率揚が同時刻で異な
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混合体理論に基づいて飽和土に対する質量平衡式を厳

密に導いた.その過程において，土粒子と間隙水の聞

の相変換を許さない限り，土粒子と間際水の各々に対

して質量平衡式を満足させなければならない;しかし，

土粒子の非圧縮性を仮定する限り，土骨格の体積ひず

み速度を式(27)で評価すれば土粒子の連続の式は自動

的に満足されることを示した.微小変形の仮定を設け

ないで導いた間隙水の質量平衡式は，微小変形を仮定

(30) した場合の式を合理的に説明できた.

合(3)

ニニー一=-divv.
1-n " 

上式左辺を間隙比eで表すと

。(3)

一二一一 =-divv.
l+e 

ここiこ，e(3) f'j: 

んま+信ade)，v3

で定義され，土粒子の運動(したがって土骨格の変形)

に伴って生じる間隙比の変化の効果を含んでいる.

式 (23)と式(25)を用いて体積ひずみ速度を間隙比で

表わすと

ゐ(3) ゐ(s)

g，. =-Jニー:g，. =ーニー
l+e l+e 

結局，土粒子の非圧縮性を仮定すると，土の体積ひず

み速度が式(27)のように表わされる.土粒子の非圧縮

性を仮定した上で体積ひずみ速度を式(27)で評価する

限り，土粒子の連続の式を暗黙のうちに満足している

ことになる.意識的または無意識的にせよ，土粒子の

連続の式が特別に考慮されなくても合理的な解が得ら

れるのはこのためである.これは，微小変形の仮定の

有無に拘わらず言えることに注意する.

3.3 間隙水の連続の式

先に述べたように式(12)と(13)に現れる間隙率場は同

じであるので，式(12)を用いて式(13)を変形すると式

(13)は次のように簡単になる:
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土粒子の非圧縮性を仮定すると

nEと+必vVs+div(nvr)=O 
Pw 

(29) 

さらに間際水の非圧縮性(九=0)を仮定すると

div v s +divかVr)=O

または，体積ひずみを用いて

-~ity +div(nv r)= 0 ; -Ey +div(nv r)= 0 

清水

(24) が得られる.

式 (31)の物理的な意味を調べるために，第 1式と第

2 式をそれぞれ領域~で積分すると

(25) 
(32) 

f ~itydV = f EydV = f div加r)iv= f{nv r )附
Rr> RO Rt oRt 

faydv = J(nv r)凶

Rt oRt 

(33) 

(26) これらの式は，領域~を占める土の体積減少速度が単
位時間に境界を通って出た間隙水の体積に等しいこと

(27) 

を表わしている.言い換えると，土粒子と間隙水が非

圧縮であるとき飽和土の体積変化は間隙水の流出入量

に等しし、，ことを意味している.また，nVrがダノレシ一

流速であることも理解できる.

式 (28)~ (31)を導くに当たり，土粒子または間隙水

の非圧縮性以外の仮定は霞かなかった.従って，これ

らの式はいわゆる有限変形解析において用いることが

できる.著者は非圧縮性土粒子と圧縮性問隙水から成

る飽和土の連続の式(29)を用いて有限要素解析のため

の定式化を行い 3)，定ひずみ速度圧密試験 4)，5)や地下

水位変動に起因する地盤沈下めなどの 1次元庄密現象

を有限変形有限要素解析し，同式の有効性を確かめて

し、る.

土骨格の変形に対して微小変形の仮定を設け，ると，

現在形態における発散(div)は基準形態におけるもの

と同じになり，公称体積ひずみと自然体積ひずみの差

もるくなる.また，式(お)右辺第 2項を無視すると，

式 (31)は従来の微小変形圧密理論で用いられた間隙水

の連続の式と同じになる.

4.結論
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