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分蝦解析結果に基づい充分岐諦重近傍における力学的状態轟の評価

Estimation of stress states near the bifurcation stress ratio using bifurcation analysis 
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正規圧密粘性土の分岐荷主主近傍における力学的状態農を評価するために，本研究では平
面ひずみ非排水圧縮条件下の供試体を対象に分岐解析を行った.その結果，分岐荷重近
傍における一般化された偏差応力，間隙水圧，平均有効主応力，および，応力北といっ
た供試体内の力学的状態量の分布性状を示し，共軸モデルと非共軸モデルの違いが力学
的状態量にどのような影響を及ぼすのかを解析的に明らかにした.また，力学的状態量
の分布に基づいた供試体に生じるすべり面の初期発生位置およびその形状が，最大せん
断ひずみの分布から推定されるそれと非常によく類似していることを示唆した.
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1 .はじめに

近年s 地盤力学の進展に伴い 3 分岐解析を用いること

により正規圧密粘性土供試体の変形挙母Q，さらにはすべ

り面の発生位置およびその形状を説明できることが徐々

に明らかになってきている。例えば，有限変形非共軸

Cam-clayモデル 1)を用いた分岐解析では，円柱供試体を

対象とした解析2)， 3)や，平面ひずみ条件下における解

析結果4) -5)などが報告されている.それら既往の研究

におけるすべり面の発生位置およびその形状の推定は，

主にせん断変形の進展に伴う分岐時の変形概形と最大せ

ん断ひずみ分布の遷移とに着目することによって考察さ

れてきた目

一方，地盤材料においては 3一般化された偏差応力 q，

間隙水圧 U，平均有効主応力p'，さらに応力比ηといった

力学的状態量が材料のせん断強さと密接な関係にあるこ

とはよく知られている.しかしながら 3 分岐時における

上記の状態量の分布とすべり面の発生位置およびその形

状との関係に関する報告事例は見当たらない.したがっ

て，それらの状態量の分布とすべり面の発生位置および

その形状との関係を明らかにすることは，土の破壊現象

を評価する上で極めて重要な問題となる.

本研究ではまず，構成式として共軸あるいは非共軸

C且m-clayモデルを用いた直方体供試体(断面においては

長方形)をp 平面ひずみ条件下において，仮!J方圧力(流

体圧)一定条件の下で非排水圧縮せん断した場合に観察

される均一および様々な非均一な変形挙動を，分岐とい

う概念に基づいて解析的に表すことを試みる.つぎに力

学的状態量の分布を検討し， ].)各変形モードにおける

力学的状態重量の分布， 2)共軸および非共軸モデルによ

る力学的状態量の分布の違い， 3)力学的状態量から推

定されるすべり面の発生位置およびその形状の計3点、に

関して考察することとする.

2.有限変形 Cam-clayモデル

Cam-clayモデルは， Roscoe et al. 6) によって提案され

た微小変形理論に基づいた土の代表的なモデルの一つで

あり，必要とされる土質定数は4種類と比較的少ないモ

デルにもかかわらず，粘性土の圧密@せん断挙動を統一

的に表現することができる.

有限変形 Carrトclayモデノレは，上記の Cam-clayモデ、ル

を微小変形理論から有限変形理論に拡張したモデルで、あ

る.Yatomi et al. 1) は，せん断変形をより発生し易くす

るため，形式的に Rudnickiand Rice 7)の理論に従い，非

共軸 Cam-clayモデルを提案した.

本研究では，有限変形理論を用いることから，正規庄

密粘土の構成式として 3 有限変形に拡張された Cam-clay

モデ、ルを用いることとする.

まず，全コーシ一応力 T，有効コーシ一応力 T'と間隙

7.kfEuの間にはp 次式で与えられるような有効応力の原

理が成立する.

T' ，= T+ u1 )
 
-(
 

このとき， C丘町1園clayモデルに用いられたパラメータ，

平均有効主応力 p'と一般化された偏差応力 qは，それぞ

れ次式によって定義される，

gz itrT qzJF (2) 

ここで，Sは有効コーシ一応力 Tの偏差成分である.

なおp 全応力σ，平均有効応カ oF，間隙水圧 uおよび体

円
可
U
1
i
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積ひずみuは，土質力学の慣例に従い圧縮仮IJおよび収縮

側を正とするが，それら以外の物理量は，一般の有限変

形理論で定義されているように，引張り仮!Jおよび伸張側

を正とする.

物体の運動x=χ(X，t)を考えると，物質点Xでの変形勾

配は，F=ox/dX(detF>O)と表される.このとき，

L=Frl=批 /dxは速度勾配であり，上付きの“・"は，

物質時間微分を表す.また，D = (L+LT)/2は変形速度，

w= (L-LT)/2はスヒ。ンである.

このとき，変形速度Dが弾性部分Deと塑性部分DPの

和で表されると考え，その弾性部分に対して次式で示さ

れるフックの法員IJが仮定される.

...... ， '""-' ...... 

可={収一戸d;;Okl+G{d;ejl叫ん)}時 (3) 

ここで，T;; = Tij -W;ItT~ + T;~Wkj は有効コーシ一応力の共

回転速度であり ，d;jはクロネッカ}のデルタを表す.ま

た，Kとδは，それぞれ体積弾性係数とせん断弾性係数
を表しており，次式のように表される.

K=Kop'， G=Gop' 

ここで，Ko =(I+e)/K， 80 = {3(1-2v)Ko}/{2(1+v)}であ
り Kは自然体数表示による膨潤指数，vはポアソン比

を表している.

次に変形速度の塑性部分について考える.微小変形に

おける Cam-clayモデルの降伏関数6)と同様に，有限変

形Cam-clayモデルの降伏関数fは次式のように表される.

fλ-K，-p' . ，.... q 
=一一一ln-一+D.2..-v
l+e p~ p' 

ここで， λは自然体数表示による圧縮指数，p~ は先行圧

密応力，vPは塑性体積ひずみを表す.また，ダイレイタ

ンシー係数 Dは，限界状態における応力比 M と関係が

あり ，D=(λ.-K)/{M{1+e)} 8) と表される.この降伏関数f
に関連流れ則を適用すると変形速度の塑性部分として次

式が得られる.

DP=A of 
Uθ写

ここで，Aは比例定数である.最終的に負荷状態におけ

る有限変形共軸 Cam-clayモデ‘ルの構成式は次式で与え

られる.

~ノ- -ヰ={(K-3G)44l+G(ふん+久ん)

1 . G _ :-e-= _ . . G _ :-eー-ーτ=γー(てら-Kβ0;;)(てSkl-K，βOk/)}Dkl
G+Kβ・+h r'  ，.. T 

X2 

変位制御

摩擦なし

σ
一

向
+
一
2

方

q
一

行
一
一

奥

向

国-1 分岐時の供試体概形

ここで，s=s/，J3， β=M-qゲ，T =布石万である.

また，hは硬化係数を表しており，次式によって表され

る.

h= s d 
.J3D 

(8) 

(4) 

(5) 

上記の構成式で表される Cam-clayモデルが共軸モデ

ルと呼ばれる理由は，塑性変形テンソルの偏差成分の主

軸方向と有効コーシ}応力の偏差成分の主軸方向が一致

する(共職)からである.

有限変形非共軸 Cam-clayモデノレはRudnicki加 dRice7) 

の理論に従い，偏差塑性ひずみに非共軸項を付加するこ

とにより導かれる.その結果，有効コーシ一応力の偏差

成分の主軸方向と塑性変形速度テンソルの偏差成分の主

戦方向が一致しなくなる(非共軸).最終的に，有限変

形非共軸 Cam-clayモデルの構成式は，式 (7)において

物質ノ号ラメータを以下のように置きかえることによって

与えられる.

戸、 ~G
v......ーーーーーー一定"，
向+G

予、 (hl-h)K 

一九一トlJ2K' 
万、 hlβL‘ h1h-一一一/" ' hl -h' ，. ， hl -h 

(9) 

(6) 
ただし，hlは第2硬化係数と呼ばれ，式 (8) の硬化係

数と同様の形で次式のように仮定される.

hl=JLP' 
、13A

(10) 

(7) 

ここでJ は非共軸ノfラメータと呼ばれ，非共軸 Cam-clay

モデルの場合には，A > 0となる.また，A = 0のときに

は，非共軸 Cam-clayモデルは共軸 Cam-clayモデルに一

致する.

とくに平面ひずみ条件下で，かっ非排水変形を対象と
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分岐条件式

図3 分岐条件式の誘導ブローチャート

する場合には，有限変形 Cam-clayモデルの構成式は次式 態を保持する

のように書き換えることができる. 均一変形状態にある供試体の変形は，軸方向載荷に対

して，常に均一変形を続けることが可能である.したが
T'II-T'22 =2j/(Dll一

( il) って 3 ある瞬間に供試体の変形が非均一変形へと移行で

T'12 = 2μDI2 

ここで， 〆=hG/(h+G)，p= 十G)である目

3 分岐条件式

正規圧密粘性土では，非排水せん断強度が排水せん断

強度より小さいことや，透水係数の低い粘性土地盤にお

いて てゆっくり載荷を行わなし、かぎり地盤内の関

隙水は流れないと考えられる.したがって，本研究では》

平面ひずみ条件下において正規圧密粘土供試体を非排水

圧縮せん断する場合を考える.境界条件は，供試体の両

側面には一定水圧を与え(その際P 側面に働く全応力を

ぴlσ1=σ;十uとする)，上下方向に変位制御により圧縮

するものとする(その際，両端面に働く全応カを

町内 =σ~+ 日とする) .なお 3 このとき供試体の上下

端面にはp 摩擦は働かないものとし，分岐が発生する瞬

きる場合には，供試体は均一変形3 あるいは非均一変形

という異なる 2種類の変形挙動をとること(変形挙動の

分岐)が可能となる.非均一変形状態へと移行すると 9

局所的にひずみや応力が集中し，材料は破壊しやすくな

る.したがって p 均一変形状態から非均一変形状態へと

移行すmる点を把握することは材料のせん断強さを発揮さ

せるためには重要である.

分岐条件式とは，分岐が生じるとき 3 すなわち供試体

の変形が均一変形状態から非均一変形状態へと移行する

ときの条件式のことである，その条件式より 3 非均一変

形状態へと移行するときの応力比 qな〆(=ゆが得られる

なお，分岐条件式の誘導ブローチャートを図♂にp その

結果得られる分岐条件式を表-1に示す，

粘土のような摩擦性材料の場合，平均有効主応力が大

きいほど 3 せん断強さが大きくなるので，本研究のよう

な均一多軸条件下での分岐荷重は，軸応力や主応力差で

間t= tまで供誤;体は均一な変形を続けるものとする.そ はなく，応力比ηが物理的に最も合理的な分岐荷重の定

のとき，長方形供試体の寸法は，中高 2B，高さ 2Hと変化

しているものと仮定する(図-1) • したがって，分岐の

生じる瞬間までは， 1共試体内の力学的状態量は均一な状

義であると考えられる. したがって，本研究では 3 分岐

時の応力比η=与を「分岐荷重」と呼ぶこととする.
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各領域の判別条件，V(Xj)の一般解，および分岐条件式(A1，A2:未定定数，a=2μ+q， b=一(4〆-2μ)，c = 2μ-q) 表-1

一

分岐条件式V(XI)の一般解P，Qとαムcの関係判別条件

Qsin(2PkmB) (α-c)，Ja -2(a-b)../c 
Psinh(2Qω)一(α-c)，Ja+ 2(a -b)../c 

対称
モード|ホ筑[(At+ 1A2)sin{(P + iQ)kmxI} 1 p2 _Q2 =土

G 

トーートー
非対称
モード‘1*9i[(At + iA2) cos{ (P + iQ)kmXI} J 

日 2=H

EC I今
I b" -acくO領域 l

fwz 
rwz 

町一
n
J

仇
一
緋

Q
一円

Pt創lh(QkmB) (l + p2)2 

Q tanh(PkmB) (1 + Q2)2 

対称ぃ
，J AJ 5 冊XI)+ A2 sin(Qkmxl ) 

モードー

トー一」

b2-ac>O.1 _ 内 フ、 μ一月f
EI I b Ir -Q" =ニτふ
領域 I~<U ， I 

I~ ，， _l::-l Ip2+Q2=_2b hanh(PkmB) (1+P2)2 

Q tanh(QkmB) (1 + Q2)2 x
 
n
 

'瓦ハυ~
co o
 

ρuw 
吋

4A
 
+
 
x
 
m
 
p
 
pa o
 

nu 
A
 

称

ド

対
一
非
モ

2μ>lqI 

p
一Q

B

一B
'
K

一I
K

Q
一p
m
一
飢

P
一Q

対称
，1 At sinh(Pkmxj)十A2sinh(QkmXl) 

モートH if-foo lP2-Q2ム平
領域 I~>V ， I勺 今 2h

pムキQ"=ニー- 非対称1-" ___L/nl ___L/r¥1 ¥ I Pt釦 (PkmB) (I_p2)2 
ード IAICOS附 mXI)リ 2cOSh(QkmXI) I一一一一一一寸

'_ ， I Q tan(QkmB) (1-Q") 
2μ>1否|

Ptanh(QkmB) (1_P2)2 

Qtan(PkmB) (l+Q2)2 

対称
..1 At sin(PkmxI) + A2 sinh(QkmXI) 

モード
2b 

P" -Q" =ーー
α 

ト一一ーベトー_..
ヲ ラ フ、Ib2一月円
P"+Q"=-=-::":::一一一

α 

:~L412μ くIqi
領域

P
一Q
一
一
+

町一
J
m一ゆ
畑
一
副

P
一Q

非対称
:IAIむOS(PkmXI)+ A2 cosh(QkmXl) 

モード

常9i[...]は[...Jの実数部分を表わす.

一一一寸

1.5 

iI:i 
力

0.5 PI PZ 1.0 

平均有効主応力p'

平面ひずみ非排水圧縮試験の

全応力経路と有効応力経路

路

有

効

r.t: 
力

経

路

図J

0.6 

曹主

化

さ

れ
た 0.4

慎 q2
差 ト ー←→ 一一一一一一一一一一一一
応司、」ー

:BZ 

限
界

状

態

線

0.0 
0.0 

一般化された偏差応力が大きな位慣は，より大きなせん

断力が働jし、ている位置であり s 非排水試験の有効応力経

路 (関 3)を考えると有効応力が小さな位置となること

からも，すべり面が発生しやすい位置となる.また，応

力比が大きいということは，平均有効主応力が小さい，

もしくは一般化された偏差応力が大きいというととを示

している. したがって 3 応力比が大きいということはす

べり面が発生し易いということになる

次に 3 分岐解析の結果から分岐時の力学的状態最を示

すーまず3 平均有効応力 3 一般化された偏羨応力，応力

22 

4. 供試体内の力学的状態量

土のせん断強さは，有効応力と密接な関係があり 3 有

効応力が減少するとせん断強さは低下する すなわち，

供試体内に有効応カのばらつきが生じると，小さな有効

応力の位置ではせん断強さが低下し，せん断破壊が生じ

易くなる，このように供試体がすべり蕗を伴って破壊す

る現象は，せん断変形による進行性破壊によるものと考

えられる.本研究では，このようなすべり面を伴った破

嬢現象をとらえるために，分舷解析の結果を用いる.

いま，供試体が均一変形状態から非均一変形状態へと

移行するならば，供試体内の力学的状態最も非均一な状

態へと移行する. したがって，分岐時における供試体内

部の力学的状態量の分布から，すべり面の初期発生位置 9

およびその形状を予i:Il1Jすることが可能となる切

まず，一般化された偏差応力 q，間隙水圧 U，平均有効

主応力 p'，応力比ηといった力学的状態量と土のせん断

強さとの関係を検討する.

供試体内の平均有効主応力の分布から 2 平均有効主応

力の小さな位置がわかれば，その{立置ではせん断強さが

小さくなるため，すべり面の初期発生位置となり易いー

また 3 非排水条件下においては，有効応力の原理より，

間隙水庄の上昇は有効応力の低下をまねく.したがってp

間隙水圧の大きな位置においては，せん断強さが低下し

ており p 初期すべり面が発生し易い位置となる.一方，
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分岐荷重17yと変形モードmの関係

および変形モード概形 (HIB= 2) 5) 

図-4
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比の時間増分の分布は，次式のように与えられる 5) 
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図・6 変形概形および力学的状態量の分布

(非共軸 Cam-clayモデル・非対称1次変形モード)

( 12) 

p， GKβ 
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G+h --

‘3h +円Kβ~η=ニニ';'• .~.，... GO(Dll -D22) 
G+h V""  

一方，間隙水圧の時間増分の分布は，増分釣合式より次

式のように導くことができる.

と仮定した分岐解析結果から，正規圧密粘土供試体の

様々な変形挙動やすべり函の形状等が説明できることが

認められている 2) - 5) よって，本解析においても

A = 0，01を適用した.

有限変形共軸 Cam-clayモデノレおよび有限変形非共軸

Cam-clayモデルを用いた長方形供試体に対して，平面ひ

ずみ条件下で非排水圧縮せん断する場合の分岐解析結果

を図・4に示す.結果は分岐時に供試体高さが幅の 2倍

(HIB=2)の場合である 10)

共軸モデルと非共軸モデルとの違いを考察するために，

図・4より双方のモデ、ノレに対して分岐荷重が存在する非対

称1次変形モードと対称8次変形モードの二通りに対し

て，分岐時における変形概形，および平均有効主応力p'，

一般化された偏差応力 q，間隙水圧 u，応力比ηの分布を

示すζ ととする.なお，変形図は生じた変形を明瞭に表

(13) 1 (，b q， 2GK，β 
u=一一{(一一一+τT.l\.~)k;'V，1 +~V，111}sin(kmX2) 
km "2 2 G + h ' "'.' 2 

ただし，変形モードmが偶数の場合は，x2→X2-ffと変
数変換する必要がある.

以上の結果より，いずれの力学的状態量も分岐時の応

力比と位置の関数となる.したがって，分岐荷重%が得

られれば分岐時の力学的状態量の分布が得られる.

5，解析結果および考察

本解析に用いた梅田層粘土の土質定数9)を表-2に示す.

なお，非共軸モデルの場合には，非共軸パラメータ dの

値は，せん断帯の生成条件からA= 0，01が適当であると

報告されている 1) また，既往の研究においても，A= 0.01 
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留品 変形概形およびカ学的状態量の分布

(非共軸 Cam-clayモデル・対称8次変形モード)

すため 3非均一変形の量を 1000倍して措いている.また，

各状態量の分布は3 状態量の値が大きな{立置には濃い色

を) 11直が小さな位置には薄い色を用いて示している.さ

らに，各図において濃さを明瞭に表すため，各閣におい

て色の濃さが示す値の範囲は異なっている.

図-5，国-6に低次変形モードの例として，非対称H欠
変形ニモードの結果を示す.盟国5は共事由 Carrトclayモデ、ルの

場合を 3 図-6は非共事由モデノレの場合を示している.間図

より，非対称 1次変形モードが生じる場合には，共軸モ

デ/レと非共軸モデルの違いにより各状態畿の分布に大

きな違いは認められない.また，供試体表商が上端部左

側，および下端部右側において張出すような変形をする

非対称 1次変形モードの場合には，p'は供試体表面が張

出す上端部左{員1]，および下端部右側において大きくなっ

ている.一方，供試体表面が内側へと変形しているよう

にみえる上端部右側，および下端部左側においては，p' 

が小さくなっていることがわかる.また，その他の 3つ

の状態量 (q，u，ウ)が大きくなる位置は，p'が小さくな

る位援に等しい.このことは3 分岐解析結果から得られ

る力学的状態量の分布からすべり面の初期発生位置，お

よびその形状が推定可能となることを示唆している.

力学的状態量とせん断強さの関係を考えるならば，上

端部左側，および下端部右側へと張出すように供試体が

変形した場合には，供試体の上端部右側，および下端部

左側からすべり面が発生し始めその 2点を結ぶようにす

べり商が進展すると推定できる.このような破壊形態は，

実際の三軸圧縮試験等でよく観察される破壊形態に対応

するものと考えられる.

次に，対称8次変形モードの結果を図-7，国-8に示す.

図々は共軸モデルの場合を，図・8は非共事由モデルの場合

を示している目両国のように高次変形モードが生じる場

合には，供試体は表面付近が周期的に波打つような変

形 11)を示す.このような供試体の変形は，すべり面群を

伴うような変形 12)に対応しているものと考えられる.共

軸モデルと非共軸モデルの違いによらず，その状態最の

分布は，p'が小さくなる位置において，その他の 3つの

状態量 (q，u， rJ)が大きくなっている.このことは非

対称 1次変形モードから得られた結果と一致している.

しかしながら，このような高次変形モードの分岐が生

じる場合においては，共軸ニモデルと非共軸モデルの違い

により，各状態量;の分布に違いが認められる.共軸モデ

ノレの場合，今回示したいずれの状貫録量も極めて大きな位

置と極めて小さな位置が供試体内全体に周期的に分布し

ている。すなわち，供試体内のいたる所に，せん断強さ

が低下している位置が分布していることを示す.したが

って，一端 9 供試体に破壊が生じると，すべり面は急激

に進展するものと考えられる.一方，非共軸モデルの場

合は，各状態量が極めて大きくなる位震と極めて小さく

なる位霞は，供試体の表面近傍にのみ集中して周期的に

表れている.すなわち，供試体表面近傍においてはせん

断強さが大きく低下している位置が存在するが 9 供試体

中央付近においては，せん断強さがそれほど低下してい

ないことが認められる.ーしたがって，供試体表面近傍よ

り発生し始めたすべり箇は，徐々に内部に向かつて進展

してゆき，進行性破壊の様相を呈するー

力学的状態量の分布から推定したすべり笛の発生位霞

およびその形状と最大せん断ひずみの分布から推定され

るすべり簡の発生位置およびその形状との比較を試みた

例えば，非共軸 Cam-clayモデルを用いた供試体に対して

非排水圧縮せん断を行うことにより，非対称 1次変形モ

ードが生じた場合の結果5)を圏幽9に示す.図より，供試

体表面が内偵1)へと微小に変形している上端右側および下

端左側において，大きな最大せん断ひずみ発生している

ことがわかる このことから，供試体の上端右側および

下端左側より供試体内にすべり面が発生し始め，その 2

点を結ぶようにすべり面が進展していくと推定される
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したがって，力学的状態量の分布より推定したすべり面

の発生伎置およびその形状は，最大せん断ひずみの分布

から推定されるそれと非常に類似したものであることが

わかる a このことは，最大せん断ひずみの分布から推定

されるすべり面の発生位置およびその形状が力学的状穏

量の分布からも説明できることを示している.

本解析で、得られた知見より，間隙水圧，一般化された

偏差応力，および応力比の分布は，最大せん断ひずみの

分布と同様の傾向を，一方，平均有効主応力の分布は表

裏一体の傾向を示すことが明らかとなった.したがって，

力学的状態量の分布は実地盤のすべり面の発生位置およ

びその形状を推察する上で良い指標となるであろう.

6 結論

本研究から得られた主要な結論を以下に列記する.

( 1 )変形モードの違いによらず，平均有効主応力p'が

/ふさな位置では，他の力学的状態量(一般化された偏差

応力 q，間隙水圧 u，応力比η)が大きくなることが解析

的に示された.

( 2 )低次変形モードの場合には，共軸モデルと非共軸

モテ守ルの違いによらず，力学的状態量の分布は同じ様相

を示した 一方，高次変形モードにおいては，共軸モデ

ルの場合には，力学的状態量は極めて大きな位置と極め

て小さな位置が供試体内全体に周期的に分布しているの

に対しp 非共軸モデルの場合には9 供試体側面近傍にの

み集中して周期的に現れることが明らかとなった.

( 3 )力学的状態量の分布よりすべり商の発生位置およ

びその形状を推定できることが解析的に明らかとなった.

また，得られた結果は，最大せん断ひずみの分布から推

定されるそれに非常に類似していることが示唆された.
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